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ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ  РЕЗОНАНСНОЕ ВОЗБУЖДЕНИЕ 
КОЛЕБАНИЙ  ИОНОВ  В  КВАДРУПОЛЬНОМ  ВЧ-ПОЛЕ 

 
Дается обзор работ по исследованию ионно-оптических свойств движения ионов 

в квадрупольном электрическом ВЧ-поле. Представлена в деталях рабочая область ста-
бильности и уравнения движения ионов. Рассматривается аксептанс квадрупольного 
фильтра масс, определяющий область допустимых начальных положений и скоростей 
ионов. Приводится частотный спектр колебаний ионов. Отмечаются частоты периодиче-
ских колебаний вблизи верхней рабочей вершины. Даны результаты последних исследо-
ваний параметрического резонансного возбуждения колебаний ионов и обсуждаются 
условия формирования островов стабильности различными способами: использование 
добавочного ВЧ-напряжения, амплитудная модуляция питающих напряжений и фазовая 
или амплитудная модуляция ВЧ-напряжения. Работа в островах стабильности иллюст-
рируется экспериментальными данными. 

квадрупольный фильтр масс, уравнение Матьё, зоны стабильности, область стабиль-
ности, параметр стабильности, аксептанс, контуры пропускания, входные краевые 
поля, параметрический резонанс, полосы нестабильности, острова стабильности, 
форма массового пика, спектр масс. 

 
 

Уравнения движения. Первая область стабильности 

Структура электродов квадрупольного фильтра масс показана на рисунке 1. 
Фильтр масс состоит из четырех электродов с гиперболическим сечением. Кон-
структивным параметром является радиус вписанной окружности r0 между вер-
шинами электродов. Длина электродов составляет 8–30 см и радиус r0 = 3–8 мм. 
Часто вследствие простоты и стоимости электроды изготавливают в виде иден-
тичных цилиндров с прецизионной точностью ±(1–5) мкм. Идеальное электри-
ческое поле создается электродами с гиперболическим профилем 
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где x и y – поперечные координаты. Такая конфигурация электродов позволяет 
создать электрическое поле с распределением потенциала [3; 26] 
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где u = ±(U + V cos Ωt) – разность потенциалов, прикладываемых к противопо-
ложным парам электродов, U – постоянное напряжение, V cos Ωt – переменное 
напряжение, u0 – потенциал всего квадруполя (квадрупольного конденсатора).  



Компоненты напряженности электрического поля имеют вид: 
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Ионы движутся вдоль оси z и подвержены только радиальным силам. Ис-
пользуя второй закон Ньютона, находим: 
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где mi – масса, ze – заряд иона (z – кратность ионизации молекулы). Если u = U есть 
постоянное напряжение, то уравнения движения имеют аналитическое решение: 

wtCwtCtx coscos)( 21  , (9) 
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где C1–C6 – константы, определяемые из начальных условий: 
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Рис. 1. Структура электродов квадрупольного фильтра масс 

и схема питания электродов. V′cosωt – добавочное ВЧ-напряжение 

Ось y проходит через вершины пары электродов, на которые подают отри-
цательный потенциал -U. Вдоль оси z ионы движутся с постоянной скоростью, 
величина которой определяет время сортировки и соответственно разрешающую 
способность. 

Для удержания ионов в поперечном направлении используют комбинацию 
постоянного и переменного напряжений 
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В этом случае уравнения движения по координатам x и y независимы и имеют 
вид: 
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Введем безразмерные величины координат и времени x1 = x/r0, y1 = y/r0, 
ξ = Ωt/2 и установим между ними связь: 
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Подстановка (16) и (17) в уравнения (14) и (15) дает: 
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Возвращаясь к старым обозначениям x и y и введя безразмерные парамет-
ры a и q, 
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получим уравнения движения ионов в квадрупольном поле в форме канониче-
ского уравнения Матьё [24]: 
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где ξ0 – начальная фаза влета иона в ВЧ-поле. Начальная фаза изменяется на ин-
тервале 0–π, что соответствует одному периоду TΩ = 2π/Ω. Таким образом, для 
описания движения ионов в ВЧ-поле необходимо задать 5 начальных условий: 
начальные положения x0, y0; начальные поперечные скорости dx/dξ(0), dy/dξ(0)  
и начальную фазу влета ξ0. Теория уравнения Матьё представлена в работах 
[4; 25]. 

В общем случае решение уравнение Матьё (21) можно представить в ви-
де [4; 25; 26]: 
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где А и В – константы, зависящие от начальных условий, μ – характеристический 
показатель, C2n – весовые факторы, зависящие только от параметров a и q, 
i = 1 . Решение (23) имеет следующие важные свойства: 



1) μ – действительное число. Амплитуда колебаний ионов неограниченно 
возрастает во времени ξ вследствие наличия множителей eμξ и e–μξ (траектория 
ионов нестабильна [26]). 

2) μ = iβ – мнимое и нецелое число (0 < β < 1, 1 < β < 2 …). Движение ио-
на ограничено при ξ → ∞ (траектория стабильна). Величину β называют пара-
метром стабильности [26] или характеристическим показателем [4]. 

3) μ = α + iβ – комплексное число. Решение нестабильно: x(ξ) → ∞, когда 
ξ → ∞, за исключением, когда .0)0()0(  xx   

4) μ = im – мнимое число, m – целое. Решение (23) периодично. Для чет-
ных m = 2k период равен π, для нечетных m = 2k + 1 период равен 2π, 
k = 0, 1, 2… 

5) Если β = Q/P – простая дробь, Q и P – целые числа и Q < P, то решение 
(23) периодично с периодом 2πP. 

Свойство (2) соответствует движению ионов в областях стабильности на 
плоскости параметров a, q, которые разделены областями нестабильности (свой-
ство (3)). Границы a(q) между стабильными и нестабильными областями соот-
ветствуют свойству (4). 

Первая область стабильности показана на рисунке 2. Эта область симмет-
рична относительно линии а = 0. Сплошными линиями отмечены границы ста-
бильности. Пунктирными линиями – изолинии параметров βx и βy, которые сле-
дуют границам стабильности и изменяются с 0,1 до 0,9. В области нестабильно-
сти показаны изолинии характеристического показателя 0 < μ < 0,5, 0,5 <μ < 1,4 
и μ > 1,4. 
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Рис. 2. Первая область стабильности квадрупольного фильтра масс [28] 

Обычно используется первая область стабильности для разделения ионов 
по удельным зарядам. Для пропускания ионов заданной массы рабочая точка 
a, q располагается вблизи вершины криволинейного треугольника стабильности. 
При фиксированных параметрах КФМ r0, Ω, V и U все ионы той же массы соот-
ветствуют одной точке a, q. Из определения параметров a, q (21) следует, что 
a/2q = U/V = λ. Зависимость a = 2 λq называют рабочей линией, или линией ска-



нирования. Увеличивая наклон прямой посредством изменения отношения U/V, 
линия сканирования перемещается к вершине, что обеспечивает настройку на 
узкую полосу пропускания, тем самым осуществляется электронная регулировка 
разрешающей способности квадрупольного фильтра масс. Положительные ионы 
с малыми массами нестабильны в плоскости x, z; с большими массами неста-
бильны в плоскости y, z. 

Частотный спектр колебаний ионов 

Решения уравнений (21) и (22) в области стабильности имеют вид [4; 26]: 
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где u равно x или y. Из (24) следует, что спектр колебаний ионов представлен 
частотами ωu,n: 

2,1,0,2,  nn unu  … (25) 

Принимая во внимание, что ξ = Ωt/2, находим спектр временных гармоник 
в виде 

2,1,0,2/,  nn unu  … (26) 

Фундаментальные частоты колебаний ионов определяются выражениями: 

2/)1(  xx   для 15,0  x , (28) 

2/ yy   для 5,00  y . (29) 

Отметим, что на этих частотах ионы совершают периодические колебания 
при β = k/P (свойство решения (5) уравнения Матьё) [4]. 

Эллипсы захвата и аксептанс квадрупольного фильтра масс 

В динамике аксептанс КФМ характеризуется эллипсами захвата [3; 23; 26; 30] 
на фазовой плоскости начальных координат и скоростей u и du/dξ (u – координа-
та x или y): 




 22 )(2
d
duB

d
duAuu , (29) 

где А, В и Г – параметры эллипса захвата, которые зависят от a, q и начальной 
фазы ξ0 и выражаются через элементы матрицы преобразования М(a,q) [26; 27]. 
Величину ε называют аксептансом, которая равна площади эллипса, деленного 
на π. Физический смысл эллипсов захвата (или фазовых эллипсов) состоит  



в том, что если начальные координаты и скорости попадают внутрь эллипса, то 
ионы имеют амплитуды колебаний менее r0 и проходят квадрупольный анализа-
тор. В качестве примера на рисунке 3 приведены эллипсы захвата в точке 
a = 0,233982, q = 0,704396 на плоскости поперечных координат и скоростей (фа-
зовой плоскости) для указанных значений начальных фаз ξ0. Площадь каждого 
фазового эллипса сохраняется, что является следствием теоремы Лиувилля [26], 
причем эллипс вращается на фазовой плоскости с угловой частотой Ω. В силу 
этого для параметров фазового эллипса справедливо соотношение: 

ВГ – А2 = 1. (30) 

Максимальное смещение иона umax при заданных начальных условиях u0, 
u′0 и ξ0 [26] имеет вид 
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Параметр A определяет допустимые начальные смещения, В – допустимые по-
перечные начальные скорости, и параметр Г – комбинацию начальных поперечных 
положений и скоростей иона. Область перекрытия всех эллипсов определяет началь-
ные условия для 100 процентов пропускания фильтра масс. Эта область называется 
аксептансом КФМ, определенного по 100-процентному уровню пропускания. 
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Рис. 3. Фазовые эллипсы для координат x и y 

в точке a = 0,233982, q = 0,704396 

Для случая работы в первой области стабильности аксептанс КФМ де-
тально изложен в книгах [23; 26], а также оригинальных статьях [8; 9,30]. При-
менительно к высоким областям стабильности аксептанс КФМ исследовался  
Д. Дугласом и Н.В. Конёнковым [12; 16]. 



Аксептанс КФМ сильно модифицируется входными краевыми поля-
ми [26]. Р. Доусон предложил линейную модель нарастания поля на входе ана-
лизатора и развил теорию аксептанса фильтра масс на основе фазово-про-
странственной динамики, ранее применяемой в физике заряженных пучков ио-
нов [31]. К. Хантер и Б. Макинтош представили модель входного краевого поля 
с экспоненциально нарастающим потенциалом [14; 24] в виде 
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Постоянные a и b определялись путем численного решения уравнения Ла-
пласа для краевой области при различных значениях расстояния d между вход-
ной заземленной диафрагмой и торцами цилиндрических электродов. Отметим, 
что расчеты были выполнены для фильтра масс круглых электродов при соот-
ношении r/r0 = 1,148, где r – радиус электродов и r0 – радиус поля. Для типового 
расстояния d = 0,25 r0 постоянные a и b имеют следующие значения: a = 2,13, 
b = 1,55. Координата z в (34) выражается в единицах r0. При использовании дан-
ной модели краевого поля исследовалось влияние «реального» краевого поля на 
аксептанс КФМ [24]. Было обнаружено существенное отличие аксептанса по 
сравнению с моделью линейного поля. Применение уточненной модели краево-
го поля для расчета аксептанса КФМ обнаруживает лучшее согласие с экспери-
ментом. Измерение аксептанса КФМ представляет сложную задачу, поскольку 
используется сложная дорогостоящая вакуумная установка, включающая ион-
ную пушку с устройством измерения угла ввода пучка ионов на входную диа-
фрагму специально сконструированного КФМ. 

На рисунке 4 приведены 25-, 50- и 100-процентные аксептансы для коор-
динат x и y, рассчитанные авторами для сравнения с результатом [24], в рабочей 
точке a = 0,233982, q = 0,704396 и времени пролета nf = 3 периода ВЧ-поля 
краевого поля с линейным размером zf = 1,5 r0.  
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Рис. 4. Аксептанс КФМ в рабочей точке a = 0,233982, q = 0,704396 при параметрах: 
d = 0,25 r0, zf = 1,5 r0 и nf = 3, определенных  

по 25-, 50-, 75- и 100-процентному уровням пропускания [24] 

Из рисунка 4 можно видеть существенное различие аксептанса по коорди-
натам x и y, при этом аксептанс (площадь, ограничиваемая контуром) по коор-
динате x значительно больше, чем по координате y. 

Параметрическое резонансное возбуждение колебаний ионов 
Параметрический резонанс – это явление, заключающееся в увеличении 

амплитуды колебаний при периодическом изменении параметров осциллирую-
щей системы [5]. Если один из параметров a, q уравнения движения ионов изме-
нять по гармоническому закону, то это приводит к параметрическому резонан-
су [10; 15; 21; 27–29]. 

Впервые экспериментально влияние дополнительного ВЧ-напряжения на 
форму массового пика наблюдалось Дж. Девантом в 1989 году [10], но природа 
этого явления не была раскрыта. Позже М. Козо [20; 21] описал воздействие до-
полнительного квадрупольного ВЧ-поля малой амплитуды в терминах «of unsta-
ble band generation inside a stable band», что соответствует параметрическому ре-
зонансу первого порядка [15; 27–29]. Теория квадрупольного параметрического 
резонансного возбуждения колебаний ионов первого порядка представлена 
Р. Альфредом и др. [29]. Далее М.Ю. Судаковым и другими учеными [27; 28] 
теоретически было показано, что полосы нестабильности создаются параметри-
ческим резонансом высокого порядка, в результате чего рабочая область расще-
пляется на острова стабильности. Экспериментальное определение положения 
островов стабильности при использовании добавочного ВЧ-напряжения впервые 
осуществлено в работах [15; 33]. 
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Рис. 5. Теоретически рассчитанные (а) и экспериментально определенные (б)  
положения островов стабильности: ω = (9/10)Ω = 2,25 MHz; q′ = 1,2 % [15] 



На рисунке 5а показаны острова стабильности, формируемые полосами 
нестабильности, которые следуют вдоль изолиний βx = 9/10, 8/10, 7/10… 1/10  
и βy = 1/10, 2/10, 3/10… 9/10 невозмущенной зоны стабильности. Наиболее ин-
тенсивные полосы нестабильности следуют вдоль изолиний βx = 9/10 и βy = 1/10, 
которые отсекают верхний рабочий остров стабильности. Работа фильтра масс 
возможна в верхней и нижней вершинах острова стабильности, когда возможна 
настройка разрешающей способности путем изменения наклона линии сканиро-
вания a = 2 λq. На рисунке 5б представлены острова А, В, С, D, положения кото-
рых на плоскости a, q определены экспериментально. Можно видеть превосход-
ное согласие теории (а) и эксперимента (б). В принципе возможна работа КФМ  
в других островах, например, острове В, однако в этом случае необходимо ис-
пользование дополнительного фильтра для удаления ионов, попадающих через 
остров С, когда линия сканирования пересекает два острова. Указанная ситуация 
иллюстрируется на рисунке 5б, где показан масс-спектр, получаемый в островах 
стабильности В и А. 

Квадрупольный параметрический резонанс согласно работе [5] достигает-
ся при условии: 

T = 0,5 KT0, K = 1, 2, 3... (35) 

где T = 2 π/ω – период дополнительного ВЧ-напряжения ±V’cos ωt, подаваемого 
на противоположные пары электродов КФМ (рис. 1), T0 – период свободных ко-
лебаний ионов. Резонанс проявляется наиболее сильно на наинизших частотах 
(27; 28) секулярных колебаний, когда движение иона периодично. Тогда условия 
для резонанса примут вид 
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Рис. 6. Масс-спектр ионов аргона (80Ar2
+) и его изотопов, полученный  

при сканировании через два острова В и С при q′ = 3,6 %. Энергия ионов равна 5 eV. 
ω = 9/10 Ω = 2,25 MHz, V′ = 64 V, и V = 1254 V(p–p) [15] 

В результате получаем, что при кратном отношении частот ω/Ω = M/P, где 
Р и М – целые числа, полосы нестабильности следуют вдоль изолиний: 




 Kx 1  и 



 Ky . (37) 

Таким образом, уравнения (37) подтверждаются как теоретически (рис. 5а), 
так и экспериментально (рис. 5б). 

Методы параметрического возбуждения колебаний ионов 
В уравнения движения ионов (14) и (15) входят следующие параметры: 

постоянное напряжение U, амплитуда переменного напряжения V и частота Ω. 
Следовательно, изменения указанных параметров по закону синуса или коси-
нуса на указанных ранее частотах должны привести к параметрическому ре-
зонансному возбуждению колебаний ионов. Технически этого можно дос-
тичь: 1) путем амплитудной модуляции [2; 17]: а) постоянного напряжения 
±(mU cos(ωt + α) – V cosΩt); б) переменного напряжения ±[U – mV cosΩt cos(ωt+α)]; 
в) полного питающего напряжения ±(U – VcosΩt) m cos(ωt+α)); 2) частотной или 
фазовой модуляции: ±(U – V cos[m cos(ωt + α) + Ωt]) [1], а также 3) использова-
нием дополнительного ВЧ-напряжения [1]: ±[U – V cosΩt – V’ cos(ωt + α)], где ω – 
угловая частота модулирующего сигнала, m – параметр модуляции, α – сдвиг 
фаз между ВЧ-напряжением и модулирующим сигналом, V’ – амплитуда доба-
вочного ВЧ-напряжения. 

Ионно-оптические свойства фильтра масс с добавочным ВЧ-напряжением, 
работающим в верхнем острове стабильности, исследовались экспериментально 
и теоретически в работах [6; 7; 10; 13; 15; 18; 21; 22; 27–29]. Полезным свойст-
вом режима сепарации в острове стабильности является более качественная 
форма контура пропускания КФМ с цилиндрическими электродами, заключаю-
щаяся в подавлении низкомассового «хвоста» пика, что приводит к повышению 
изотопической чувствительности с 10-6 до 10-10 [6]. Эффект подавления «хвоста» 
пика иллюстрируется на рисунке 7, где приведена форма массового пика 103Rh+  
и более детально рассчитанная граничная часть контура пропускания. Другим 
важным и полезным свойством режима сепарации в верхнем острове стабильно-
сти является возможность эффективной работы КФМ при наличии пространст-
венных гармоник поля – гексапольной и октупольной компонент поля [11; 18; 19]. 
Добавка 2-процентной гексапольной компоненты к квадрупольному полю при-
водит к повышению коэффициента пропускания КФМ даже по сравнению со 
случаем идеального поля. 
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Рис. 7. (а) – устранение «хвоста» массового пика ионов 103Rh+  

с параметрическим возбуждением (ν = 9/10 и q′ = 0,012)  
и без возбуждения [9]; (б) – расчет низкомассового хвоста пика 

в обычном режиме (λ = 0,166576) и острове стабильности (λ = 0,166666, q´ = 0,012) [13] 

На рисунке 8 дана фотография торца фильтра масс с сильно смещен-
ными и неодинаковыми круглыми электродами, генерирующих гексапольную 
пространственную гармонику электрического поля с амплитудой А3 = 0,012 
(12-процентной от основной квадрупольной компоненты). Наличие про-
странственных гармоник такой величины в обычном режиме работы КФМ 
приводит к потере разрешающей способности и резкому снижению пропус-
кания ионов. Однако работа в верхнем острове стабильности позволяет резко 
увеличить разрешающую способность и пропускание, что иллюстрируется на 
рисунке 9 участком спектра с разрешающей способностью R0,5 = 2500–2900 
порядка при А3 = 4 процента. 

 
Рис. 8. Фотография электродов КФМ, формирующих 12-процентную гексапольную 

компоненту (А3 = 0,12); r0 = 4,5 мм, θ = 7,69º, rx = 5,9378 мм, ry = 5,1692 мм [32] 

 



 
Рис. 9. Разрешающая способность R0,5 = 2580 (A3 = 0,03871) и R0,5 = 2950 (А3 = 0,03973), 

полученная на электродных «косых» структурах, указанных на рисунке 8 [32], 
 в режиме работы верхнего острова стабильности [32]. 

 
Исследование ионно-оптических свойств режима сепарации ионов 

в верхнем острове стабильности при амплитудной модуляции питающих напря-
жений [17] показало, что возможно уменьшение требуемой длины круглых элек-
тродов в два раза по сравнению с обычным режимом. Это достигается за счет 
сокращения требуемого времени сортировки ионов при обеспечении одной и 
той же разрешающей способности. 

Характеристики КФМ, такие, как коэффициент пропускания, разрешаю-
щая способность, требуемое время сортировки (разделения), влияние простран-
ственных гармоник электрического поля, исследовались численными методами 
(моделированием траекторий ионов) в работе при частотной или фазовой моду-
ляции ВЧ-напряжения [1]. 

Заключение 

Работа в островах стабильности обнаруживает следующие полезные свой-
ства: изотопическая чувствительность возрастает с 106 до 1010 и дает возмож-
ность получить качественный спектр на «плохих» электродных структурах. По-
следнее обстоятельство позволяет резко снизить затраты и стоимость на изго-
товление квадрупольного анализатора. 
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PARAMETRIC  RESONANCE  EXCITATION 
OF  ION  OSCILLATIONS  IN  QUADRUPOLE  RF  FIELD 

 
The paper presents a review of researches dealing with ion-optical properties of ion mo-

tion in quadrupole electrical RF fields. It provides a detailed analysis of working stability re-
gion and ion motion equations. It dwells on the acceptance of the QMF, which predetermines 
admissible initial ion positions and velocities. It also provides a frequency spectrum of ion os-
cillations. The paper treats the role of periodic ion oscillations frequencies near the tip and pro-
vides the results of recent studies of parametric resonance excitation of ion oscillations. The 
article also deals with methods for the formation of islands of stability: (i) the use of additional 
RF voltage, (ii) an amplitude voltage modulation and (iii) the phase or frequency RF voltage 
modulation. The paper provides experimental data illustrating the operation in the islands of 
stability. 



quadrupole mass-filter (QMF), Mathieu equation, stability zones, stability region, stability 
parameter, acceptance, transmission curves, entrance fringing fields, parametric resonance, 
instability bands, stability islands, peak shape, mass spectrum, resolution power. 
 


