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Рассматривается вопрос о переходной плотности, то есть фундаментальном реше-

нии кинетического уравнения Павулы для одномерной плотности вероятности неста-
ционарного гауссовского случайного процесса. Полученные результаты можно приме-
нить к некоторым характерным задачам статистической радиофизики, теории случайных 
процессов и дифференциальных уравнений в частных производных. 

 

гауссовский (нормальный) случайный процесс, кинетические коэффициенты, марковские 
и немарковские случайные процессы, переходная плотность, уравнение Фоккера – План-
ка – Колмогорова.  

 
 
В литературе (см., напр. [5; 9]) неоднократно подчеркивалось, что кинети-

ческое уравнение для переходной плотности вероятности 0 0w(x, t | x , t )  случай-
ного процесса x(t) , выведенное первоначально для марковских процессов, 
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(так называемое уравнение Фоккера – Планка – Колмогорова (ФПК)), справедли-
во также и для немарковских процессов с последействием. При этом в марковском 
случае кинетические коэффициенты nA (x, t)  определяются соотношением 
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В работе [11] американский математик Р. Павула вывел обобщенное урав-
нение ФПК на условную плотность вероятности w(x, t | X,T) , которое в явном 
виде отражает немарковость процесса: 
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где 
               nA (x, t;X,T)  n
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зависимость плотности вероятности w(x,t | X,T)  и кинетических коэффициен-
тов nA (x, t;X,T)  от множества фиксированных значений X,T  процесса x(t)  
отражает его немарковость. 

Далее В.А. Казаковым [2] предложена новая форма записи кинетических 
коэффициентов, которая отличается от известного определения (4) и вместе  
с тем согласуется с выводом классического (1) и обобщенного (3) уравнений 
ФПК. Согласно [2], кинетические коэффициенты определяются в виде первой 
производной по времени от соответствующей условной моментной функции 
приращения случайного процесса 

 

n
n

ˆ ˆ(t | x, t,X,T) [x(t) x(t)] | x, t,X,T     : 

n
n

ˆ(t x, t,X,T)
A (x,t;X,T) ˆ ˆt t t 0

 


   .
                    (5) 

 

В работах [3; 4; 7; 8] на основе новой формы записи (5) получены значе-
ния кинетических коэффициентов для стационарных немарковских случайных 
процессов гауссовского, релеевского и пирсоновского типа и проведено иссле-
дование соответствующих обобщенных уравнений ФПК. В данной работе нами 
начато решение аналогичной задачи для нестационарного гауссовского случай-
ного процесса. 

Рассмотрим гауссовский случайный процесс общего вида с достаточно 
гладкими корреляционными функциями 
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Вычисленные в работе [9] коэффициенты nA  

       
 

 
1

ˆ ˆt R t, t
A x, t m t x m t ˆˆ t t 0t t

  
            

,             

(6)

 

     2
2

ˆR t, t
A x, t 2 t ˆˆ t t 0t


      

, nA (x,t) 0  при n 3 , 

позволяют выписать для рассмотренного случая уравнение Павулы (3): 
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где для краткости обозначено  
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В соответствии с теории этому уравнению должна удовлетворять одно-
мерная гауссовская плотность распределения 
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что легко проверяется непосредственно. 
В качестве примера рассмотрим нормальный марковский процесс с нулевым 

математическим ожиданием, постоянной дисперсией   и корреляционной функцией 
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Вычислим коэффициенты 1A  и 2A  по формулам (6). 
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Тем самым в рассматриваемом случае уравнение ФПК (7) принимает вид 
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Этому уравнению удовлетворяет одномерная плотность распределения (8) 

при m 0  и const  : 
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Однако, как известно (см., напр., [9]), помимо безусловной плотности (10), 
уравнению (9) при 0t t  удовлетворяет также и условная (переходная) плотность 
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которая представляет собой фундаментальное решение уравнения (9). 



Возникает естественный вопрос: может быть, и в случае гауссовского 
процесса общего вида условная (переходная) плотность 
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при 0t t  будет удовлетворять соответствующему уравнению Павулы (9)? 
Покажем вначале, что  0 0w x,t | x , t  образует дельта-образную последо-

вательность при 0t t . Если бы при этом условная плотность  0 0w x,t | x , t  
удовлетворяла уравнению (9), то она являлась бы фундаментальным решением 
этого уравнения. 

Проверим, что данная плотность  0 0w x, t | x , t  как функция от «x» имеет 
дельта-образный вид. Точно это выражается следующими условиями [1]: 
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Обозначим    0 0 0 0t , m t m     и  0R t, t R . С учетом этих,  

а также ранее приведенных обозначений  t    и  m t m  условная 
плотность (11) принимает вид 
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Рассмотрим интеграл 
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и сделаем в нем замену переменной 
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Заметим, что если b < x0 (соответственно b < x0), то при t, достаточно близких 
к 

0t , числитель в (13) становится положительным (соответственно отрицательным), 
а так как знаменатель в (13) стремится к +0 при 0t t , то  
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то есть условие (b) выполнено. 
Условие (а) также выполнено, так как c, d R  : 
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Переходим к вопросу о том, будет ли условная плотность вероятности 
(13), (14) удовлетворять уравнению ФПК (7), которое после вычисления произ-
водных во втором слагаемом принимает вид 
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и подставим их в уравнение (14). 
Опуская несущественный постоянный множитель 
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Подставляя найденные производные в уравнение (14), умножая обе части 
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 2 2 2R ˆR R 1 R
t

     


 

       0 0 0 0 0 0
0 0 0

Rx m x m R m x m R x m
t

                       
  

   
2

0 0 2
0

RR tx m x m R
1 R

                    

 



     0 0
0

ˆ Rm x m R x m x m
                   

 

   
2

0 0
0 2

2

Rx m x m
R̂ 0

1 R

            
 

  

. 

 
Выражение, стоящее в левой части, есть многочлен второй степени  

от  x m . Так как он тождественно равен нулю, то его коэффициенты также 

должны быть нулевыми. В частности, для коэффициента при  2x m  получаем 
 

2 2

RR R̂t R̂ 0
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         


R R̂ R
t

  


 
 

или, более подробно, 
 

                                          0
0

ˆR t, tR t, t
R t, t ˆt t t̂ t 0




 
 

.                     (15) 

 

Покажем, что при этом тождественно равны нулю коэффициент при 
 x m  и свободный член.  

Для коэффициента перед  x m  имеем 
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RRR tm x m R x m 2 x m R m
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что истинно ввиду (15). 
Для свободного члена имеем 
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, 

что также истинно ввиду (15). 
Тем самым условная плотность  0 0w x,t | x , t  (11), (12) удовлетворяет 

уравнению ФПК (7) тогда и только тогда, когда выполняется условие (15): 

     0
0

ˆR t, tR t, t
R t, t ˆt t t̂ t 0




 
  .

 

 
 
В частности, для стационарных марковских процессов  

   1 21 2 t tt t
1 2R t ,t e e     при 1 2t t . 

Следовательно, считая 0t t  и t̂ t , получаем: 

      0 0t t t t0R t, t
t t
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       

, 

а значит и правая часть (15) будет иметь вид 
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 
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то есть для марковских процессов условие (15) выполнено. 
Решим уравнение (15) в общем виде. Поделив обе части (15) на  0R t, t , 

получим 
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Правую часть, зависящую только от t, обозначим как  f t . Тогда 
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Подставим это выражение в уравнение (15). Имеем 
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и (15) превращается в  
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то есть при 0t t   

                                              
 0

0

G t
R t, t  

G t
 .                                             (16) 

В частности, для стационарных марковских процессов при 0t t  
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Взяв s t   , из (16) получаем 
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то есть 



                                s t R , t R t,s R ,s        .                        (17) 
В соответствии с работой [10, т. 2] условие (17) характеризует марков-

ские процессы. Тем самым доказано следующее утверждение. 
Теорема. Условная (переходная) плотность вероятности 
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является фундаментальным решением уравнения типа ФПК  
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тогда и только тогда, когда нормированная корреляционная функция  0R t, t  
случайного процесса удовлетворяет условию 

      s t R , t R t,s R ,s        , 
то есть тогда и только тогда, когда рассматриваемый процесс – марковский. 

Следствие. Если известно дополнительно, что    0 0R t, t R t t  ,  

то из (17) следует, что   0t t
0R t, t e   (см. [10, т. 1]). 
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PAWULA'S KINETIC EQUATION FOR  
NON-STATIONARY GAUSSIAN RANDOM PROCESSES 

 
The paper deals with transitive density, i.e. the fundamental solution of Pawula's ki-

netic equation for one-dimensional probability density function of non-stationary Gaussian 
random processes. The obtained results are applicable to statistical radiophysics, theory of ca-
sual processes and partial differential equations. 
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