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УСЛОВИЯ УСТОЙЧИВОСТИ НЕВОЗМУЩЕННОГО ДВИЖЕНИЯ 
В ОДНОМ КРИТИЧЕСКОМ СЛУЧАЕ 

 
Исследуется проблема устойчивости невозмущенного движения системы диффе-

ренциальных уравнений второго порядка с нулевой матрицей системы линейного при-
ближения. В основе выполненных исследований лежат теоремы Ляпунова об устойчиво-
сти, неустойчивости и асимптотической устойчивости невозмущенного движения и тео-
рема Четаева. 

При доказательстве теорем об устойчивости (неустойчивости) существенно ис-
пользуются понятие присоединённого многочлена формы, понятие псевдокорня присо-
единенного многочлена. 

Определено взаимное расположение корней присоединенных многочленов формы 

 ,
n

V x y  и ее производной в силу системы, посредством которого можно найти усло-

вия устойчивости и неустойчивости невозмущенного движения. Рассмотрен пример си-
стемы дифференциальных уравнений, исследование примера выполнено на основании 
изложенной в статье теории. Применен метод Штурма для определения взаимного рас-
положения корней присоединенных многочленов. 

 
знакоопределенная форма, метод Штурма, присоединенный многочлен, производная 
в силу системы, псевдокорень присоединенного многочлена, число перемен знаков, чет-
ные и нечетные числа. 

 
 
Проблемы устойчивости невозмущенного движения исследовались во мно-

гих работах. Наиболее общие результаты содержатся в работах [1–4]. 
В статье исследуется проблема устойчивости и неустойчивости невозму-

щенного движения  0, 0x y   системы дифференциальных уравнений вида 

   , , , ,
m m

x X x y y Y x y                                           (1) 

в которой    , , , ,
m m

X x y Y x y  — формы порядка 2m   ( m  — натуральное 

число). 
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I. Пусть    
0

,
n

n i i
n n i i

i

V x y a x y



  при любом 1,i n   n i i

a
  — постоян-

ные числа, и пусть y kx , k  — постоянное число. Тогда 

   
0

,
n

i
n n n i i

i

V x y x a k



  .

 
Определение 1 [5]. Пусть форма  ,

n
V x y  такова, что 

0 0
0, 0

n n
a a  . 

Многочлен  
0

n
i

n i i
i

a k



  назовем присоединенным многочленом формы 

 ,
n

V x y  и обозначим символом  ,
n

F V k , а  ,
n

V x y  — формой, имеющей 

присоединенный многочлен. Следовательно, можно записать 
 

   , ,q
q q

B x y x F B k                                              (2) 

 

для любой формы  ,
q

B x y  ( q  — натуральное число и y kx ). Тогда из опре-

деления 1 следует, что 0k   не является корнем присоединенного многочлена 

 ,
n

F V k , а 
1

0k   не является корнем многочлена   1
0

n
i

i n i
i

a k



 . 

Лемма 1. Форма  ,
n

V x y  тогда и только тогда имеет присоединенный 

многочлен  ,
n

F V k , когда при любых 0, 0x y   выполняются неравенства: 

   0, 0, ,0 0
n n

V y V x  .
 

Лемма непосредственно следует из определения 1. 

Лемма 2[5]. Для того чтобы форма  ,
n

V x y  была знакоопределенной, 

необходимо и достаточно, чтобы ее присоединенный многочлен  ,
n

F V k  не 

имел действительных корней. 

Доказательство. Необходимость. Пусть  ,
n

V x y  — знакоопределенная 

форма. Следовательно,  0, 0
n

V y   при 0y  и  ,0 0
n

V x   при 0x  . Со-

гласно лемме 1 это значит, что  ,
n

V x y  имеет присоединенный многочлен 

 ,
n

F V k . Тогда при y kx  получим, что    , ,n
n n

V x y x F V k . 
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Пусть вопреки утверждению некоторое число 
0

k  является корнем много-

члена  ,
n

F V k . Это значит, что в точке  1 1
,x y , такой, что 

1
0x  , 

1 0 1
y k x  , 

будет выполнено равенство  1 1
, 0

n
V x y  , что невозможно. 

Достаточность. Пусть форма  ,
n

V x y  имеет присоединенный многочлен 

 ,
n

F V k , не имеющий вещественных корней. Это значит, что  ,nV 0 y 0  при 

0y   и  ,0 0
n

V x   при 0x  . Пусть вопреки утверждению существует точка 

   1 1
, 0,0x y  , удовлетворяющая равенству  1 1

, 0
n

V x y  . Следовательно, 

1
0x  .

 
Выберем 

0
k  согласно равенству 

1 0 1
y k x .  

Тогда    1 1 1 0
, ,n

n n
V x y x F V k . Отсюда следует, что  0

, 0
n

F V k  , что 

невозможно. 
Лемма доказана. 
Следствие 1. Пусть q  — произвольное натуральное число. Тогда, соглас-

но равенству (2), для того, чтобы форма  ,
q

V x y  была знакоопределенной, 

необходимо и достаточно, чтобы 
 

   , ,
q q

signV x y signF V k                                         (3) 

при любых ,x y , таких, что 0x y  , и любых k . 

II. Пусть  ,
n

V x y  — производная формы  ,
n

V x y  в силу системы (1), 

которую обозначим символом  ,
s

W x y , то есть    , ,
n s

V x y W x y . 

Замечание 1. В основе исследования проблемы устойчивости невозму-
щенного движения системы (1), выполненного в статье, лежат теоремы Ляпуно-
ва и Четаева [3]. 

Теорема 1 [5]. Если присоединенные многочлены форм  ,
n

V x y  и  ,
s

W x y  

не имеют действительных корней и при некотором значении 
0

k k R   выпол-

няется неравенство    0 0
, , 0,

n s
F V k F W k       0 0

, , 0
n s

F V k F W k  , то не-

возмущенное движение системы (1) асимптотически устойчиво (неустойчиво). 
Теорема непосредственно следует из леммы 2, из теоремы Ляпунова об 

асимптотической устойчивости (неустойчивости). 
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Теорема 2. Если присоединенный многочлен формы  ,
s

W x y  не имеет 

действительных корней, а присоединенный многочлен формы  ,
n

V x y  имеет 

действительный корень нечетной кратности, то невозмущенное решение систе-
мы (1) неустойчиво. 

Доказательство. Из леммы 2 следует, что форма — знакоопределенная. 
Но так как присоединенный многочлен формы  ,

n
V x y  имеет корень нечетной 

кратности, то согласно равенству (2) в любой окрестности начала координат 
форма  ,

n
V x y  принимает значения разных знаков. Отсюда и из теоремы Ля-

пунова о неустойчивости следует, что невозмущенное движение системы (1) 
неустойчиво. Теорема доказана. 

Теорема 3. Пусть a , b  a b  — соседние корни присоединенного мно-

гочлена  ,
n

F V k ; присоединенный многочлен  ,
s

F W k  в интервале  ;a b  не 

имеет корней. Тогда если при  ;k a b     , , 0
n s

F V k F W k  , то невозму-

щенное движение системы (1) неустойчиво. 
Справедливость теоремы следует из условий теоремы, равенства (2), а так-

же из того, что на лучах y ax , y bx  0x    ; 0V x y  , и теоремы Четаева. 

Пусть    , ,
n n

V x y x y V x y 
 , где  ,

n
V x y  — форма порядка 

n   , имеющая присоединенный многочлен, ,   — целые неотрицатель-

ные числа, 0n    . 

Теорема 4. Пусть присоединенный многочлен  ,
s

F W k  не имеет дей-

ствительных корней. Тогда невозмущенное движение системы (1) неустойчиво, 
если выполнено хотя бы одно из следующих условий: 

1) присоединенный многочлен  ,
n

F V k  не имеет действительных 

корней и выполнено хотя бы одно из условий: 
а) одно из чисел ,   — нечетное, 

б) оба числа ,   — четные, и  

   , , 0
s n

F W k F V k  ;                                          (4) 

2) присоединенный многочлен  ,
n

F V k  имеет корень нечетной 

кратности. 
Доказательство. Из условий теоремы следует, что  ,

s
W x y  — знако-

определенная форма. 



ФИЗИКА.  МАТЕМАТИКА 

 

Если присоединенный многочлен  ,
n

F V k  не имеет действительных 

корней, (  ,
n

V x y
 — знакоопределенная форма и хотя бы одно из чисел 

,   — нечетное или многочлен  ,
n

F V k  имеет корень нечетной кратно-

сти (см. равенство (2)), то в любой окрестности начала координат форма 

 ,
n

V x y  принимает значения разных знаков, то есть не является знакопостоян-

ной, знака, противоположного знаку формы  ,
s

W x y . Поэтому, по теореме Ля-

пунова о неустойчивости, следует неустойчивость невозмущенного движения 
системы (1). 

Аналогично в случае, когда ,   — четные числа и выполнено неравен-
ство (4), справедливость теоремы следует из теоремы Ляпунова о неустойчиво-
сти. 

 

Теорема доказана. 
 

III. Определение 2 [5]. Пусть  ,
q

B x y  — форма порядка q , представ-

ленная равенством    , ,
q q

B x y x y B x y 
 , где  ,

q
B x y

 — форма 

порядка q  , имеющая присоединенный многочлен, ,   — целые неотри-

цательные числа, 0q   . Тогда k    назовем псевдокорнями присо-

единенного многочлена  ,
q

F B k , если 0  , а число 0k   — псевдокор-

нем этого многочлена, если 0  . 

Из определения 2 следует, что если k   , 0k   не являются псевдо-

корнями многочлена  ,
q

F B k , то это значит, что 0  , 0  . 

Замечание 2. Если k    — псевдокорень многочлена  ,
q

F B k , то 

при любом 0y    0, 0
q

B y  ; если 0k   — псевдокорень многочлена 

 ,
q

F B k , то при любом 0x   выполняется  ,0 0
q

B x  . 

 

Замечание 3. Условимся в том, что псевдокорень k    определяет по-
ложительную полуось оси y , псевдокорень k    — отрицательную полуось 

оси y . 

Предположим, что форма  ,
s

W x y  представлена равенством  
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   , ,p r
s s r p

W x y x y W x y
 

 . 
 

Тогда, учитывая, что    , ,
n n

V x y x y V x y 
 , получим: 

 

       , , , ,p r
n s n s r p

V x y W x y x y V x y W x y 
  

 .              (5) 
 

Следовательно, при y kx  получим: 
 

       , , , ,n s r
n s n s r p

V x y W x y x k F V k F W k 
   .              (6) 

 

Учитывая равенство (3), можно записать: 
 

       , , , ,
n s r p n s r p

sign V x y W x y sign F V k F W k
     

         .  7) 

 
Теорема 5. Пусть a , b  (   a b ) — соседние корни присоединенного 

многочлена  ,
n

F V k
 , среди которых могут быть и псевдокорни, а присо-

единенный многочлен  ,
s r p

F W k   на интервале  ;a b  не имеет корней (в том 

числе и псевдокорней) и при некотором  ;k a b  выполняется неравенство 
 

   , , 0
n s r p

F V k F W k
  

 .                                   (8) 
 

Тогда невозмущенное движение системы (1) неустойчиво, если выполнено хотя 
бы одно из условий: 

1) , 0a b    и r   — четное число; 

2) , 0a b   . 
Доказательство. Рассмотрим случай 1). 
1.1) Пусть , 0a b   . Следовательно, 0b   — псевдокорень много-

члена  ,
n

F V k


. Это значит, что 0  . Тогда, полагая, что y kx , учиты-

вая равенство (6) и то, что r   — четное число, получим, что при любом 

0x   в области, ограниченной лучами y ax  ( 0x  ), 0y   ( 0x  ), на грани-

це которой  , 0
n

V x y  , согласно неравенству (8) выполнено неравенство 

   , , 0
n s

V x y W x y  . Невозмущенное движение системы (1) неустойчиво по 

теореме Четаева. 
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1.2) Пусть , 0a b   . Из того, что , 0a b    — псевдокорни мно-

гочлена  ,
n

F V k , следует, что 0, 0    . Тогда, полагая что y kx , 

учитывая соотношения (6) и (8) и четность числа r  , получим, что при лю-

бом 0x   в области, ограниченной лучами  ;0  ( 0y  ), 0y   ( 0x  ), на 

границе которой  , 0
n

V x y  , выполняется неравенство    , , 0
n s

V x y W x y  . 

Невозмущенное движение системы (1) по теореме Четаева неустойчиво. 
 

Рассмотрим случай 2). 
 

2.1) Пусть 0, 0a b      . Следовательно, a  и b  не являются 

псевдокорнями многочленов  ,
n

F V k ,  ,
s r p

F W k  . Поскольку 0k   не 

является псевдокорнем многочленов  ,
n

F V k ,  ,
s r p

F W k  , то 0r   . 

Поэтому, согласно соотношениям (6) и (8), получим, что    , , 0
n s

V x y W x y   

при любом 0x   в области, ограниченной лучами y ax  ( 0x  ), y bx  

( 0x  ), на границе которой  , 0
n

V x y  . Следовательно, по теореме Четаева 

невозмущенное движение системы (1) неустойчиво. 
2.2) Пусть , 0a b   . Следовательно, a    — псевдокорень мно-

гочлена  ,
n

F V k


. Как и в пункте 2.1), устанавливаем, что 0r   . Тогда 

на основании соотношений (6) и (8) приходим к заключению, что при любом 

0x      , , 0
n s

V x y W x y   в области, ограниченной лучами  ;0  ( 0y  ), 

y bx ( 0x  ), на границе которой  , 0
n

V x y  . По теореме Четаева невозму-

щенное движение системы (1) неустойчиво. 
2.3) Пусть ,a b    . Поскольку ,a b     — псевдокорни 

многочлена  ,
n

F V k


, 0k   не является псевдокорнем многочленов 

 ,
n

F V k ,  ,
s r p

F W k  , то 0r   . Следовательно, с учетом неравен-

ства (8)        , , , , 0n s
n s n s p

V x y W x y x F V k F W k
    при любом 0x   

в области, ограниченной лучами  ;0  ( 0y  ),  0;  ( 0y  ), на границе 

которой  , 0
n

V x y  . Невозмущенное движение неустойчиво согласно теореме 

Четаева. 
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2.4) Пусть > , 0a b  . Это значит, что a  и b не являются псевдокор-

нями многочленов  ,
n

F V k ,  ,
s r p

F W k  . Учитывая соотношения (6) 

и (8), получим, что при любом 0x   в области, ограниченной лучами y ax  

( 0x  ), y bx  ( 0x  ), на границе которой  , 0
n

V x y  , верно неравенство 

   , , 0
n s

V x y W x y  . Неустойчивость невозмущенного движения следует из 

теоремы Четаева. 
2.5) Пусть >0, 0a b   . Это значит, что a  и b не являются псевдо-

корнями многочленов  ,
n

F V k ,  ,
s r p

F W k  . Следовательно, согласно 

соотношениям (6) и (8), получим, что при любом 0x   в области, ограниченной 
лучами y ax  ( 0x  ), y bx  ( 0x  ), на границе которой  , 0

n
V x y  , вы-

полнено неравенство    , , 0
n s

V x y W x y  . По теореме Четаева невозмущенное 

движение системы (1) неустойчиво. 
2.6) Пусть >0,a b   . Следовательно, b    — псевдокорень много-

члена  ,
n

F V k


. Тогда, учитывая соотношения (6) и (8), получим, что при 

любом 0x   в области, ограниченной лучами y ax  ( 0x  ),  0;  ( 0y  ), 

на границе которой  , 0
n

V x y  , выполнено неравенство 

   , , 0
n s

V x y W x y  . Неустойчивость невозмущенного движения системы (1) 

следует из теоремы Четаева. Теорема доказана. 
Теорема 6. Пусть a  и b  (где   a b ) — соседние корни присоединенно-

го многочлена  ,
n

F V k , среди которых могут быть и псевдокорни, присо-

единенный многочлен  ,
s r p

F W k
 

 на интервале  ,a b  не имеет (в том числе 

и псевдо) корней и при  ;k a b  выполняется неравенство 

   , , 0
n s r p

F V k F W k
  

 .                                        (9) 

Тогда невозмущенное движение системы (1) неустойчиво, если выполнено 
хотя бы одно из условий: 

1) 0a  , число n s  — нечетное; 
2) 0b   и выполнено одно из условий: 
2.1) число r   — нечетное; 

2.2) число n s  нечетное, число r  — четное; 
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3)  0 ;a b , число n s  — нечетное. 

Доказательство. 1) Из того, что 0a  , следует, что 0r    и при лю-

бом  ;k a b , 0rk  . Следовательно, учитывая неравенства (6) и (9) и то, 

что число n s  — нечетное, получим, что при любых 0x   в области, ограни-
ченной лучами y bx  ( 0x  ), y ax  ( 0x  ), 0 a b     (при 0a   лу-

чами y bx  ( 0x  ),  ,0  ( 0x  ); при 0a   и b   (псевдокорни много-

члена  ,
n

F V k


) лучами  ,0  0y  ,  ,0  0x  ; при 0a   

и b    лучами  ,0  0y  , y ax  0x  ), на границе которой 

 , 0
n

V x y   согласно соотношениям (6), (9) и нечетности числа n s  выполня-

ется неравенство    , , 0
n s

V x y W x y  . По теореме Четаева невозмущенное 

движение системы (1) неустойчиво. 
Рассмотрим случай 2). 
2.1) Пусть , 0a b   . Это значит, что 0  . Тогда согласно соотно-

шеням (6) и (9), если r   — нечетное число, получим, что при любых 0k   

и 0x   в области, ограниченной  ,0  0y  ,  0,  0x  , на границе 

которой  , 0
n

V x y  , выполнено неравенство    , , 0
n s

V x y W x y  ; если же 

r  — четное число и n s  — нечетное число, то при любых 0k   и 0x   

в области, ограниченной лучами  ,0  0x  ,  0,  0y  , на границе 

которой  , 0
n

V x y  , выполнено неравенство    , , 0
n s

V x y W x y  . Согласно 

теореме Четаева невозмущенное движение неустойчиво. 
2.2) Пусть , 0a b   . Это значит, что 0  . Тогда с учетом соотно-

шений (6) и (9), если r   — нечетное число, то при любых 0k   и 0x   

в области, ограниченной лучами y ax  ( 0x  ),  ,0  ( 0y  ), на границе 

которой  , 0
n

V x y  , выполнено неравенство    , , 0
n s

V x y W x y  ; если же 

r  четное число, а n s  — нечетное число, то при любых 0k  , 0x   в об-

ласти, ограниченной лучами  0,  ( 0y  ), y ax  ( 0x  ), на границе кото-

рой  , 0
n

V x y  , выполнено неравенство    , , 0
n s

V x y W x y  . Согласно тео-

реме Четаева невозмущенное движение неустойчиво. 
Пусть , 0a b   . Это значит, что 0r   . Тогда, полагая 0r   , 

получим, согласно соотношениям (6) и (9), что если r   — нечетное число, то 

при любых 0k   и 0x   в области, ограниченной лучами  ,0  ( 0y  ), 
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y bx  ( 0x  ), на границе которой  , 0
n

V x y  , выполняется неравенство 

   , , 0
n s

V x y W x y  . Невозмущенное движение системы (1) по теореме Четае-

ва неустойчиво. 
Предположим, что 0r   . Учитывая соотношения (6) и (9) и то, что 

r   — четное число, получим, что при любых 0k  , 0x   в области, огра-

ниченной лучами y bx  ( 0x  ), 0,  ( 0y  ), на границе которой 

 , 0
n

V x y  , выполняется неравенство    , , 0
n s

V x y W x y  . Невозмущенное 

движение неустойчиво по теореме Четаева. 
Пусть , 0a b   . Это значит, что 0r   . В этом случае исследова-

ния и выводы аналогичны исследованиям и выводам пункта 2.3). При этом в ка-
честве лучей, ограничивающих область, на границе которой  , 0

n
V x y  , необ-

ходимо взять лучи y ax  ( 0x  ), y bx  ( 0x  ), если 0r    — число нечет-

ное; y ax  ( 0x  ), y bx  ( 0x  ), если 0r    — число четное, а n s  — 
нечетное число. 

 

Рассмотрим случай 3). 
 

(  0 ;a b , число n s  — нечетное). Это значит, что число 0k   не яв-

ляется псевдокорнем многочленов  ,
n

F V k
 ,  ,

s r p
F W k

  , и поэтому 

0r   . Следовательно, учитывая соотношения (6) и (9) и то, что n s  — 

нечетное число, получим, что при любом 0x   в области, ограниченной со-

ответственно лучами y bx  ( 0x  ), y ax  ( 0x  );  ,0  ( 0y  ), y bx  

( 0x  ); y bx   0x  ,  0,  ( 0y  );  ,0  ( 0y  ),  0,  ( 0y  ); 

 ,0  ( 0y  ), y ax  0x  ; y bx   0x  ,  0,   0y  , на границах 

которых  , 0
n

V x y  , выполнено неравенство    , , 0
n s

V x y W x y  . Не-

устойчивость невозмущенного движения системы (1) следует из теоремы Че-
таева. 

Теорема 7. Пусть присоединенные многочлены не имеют действительных 
корней и выполнено одно из следующих неравенств: 

 

   , , 0
n s r p

F V k F W k
  

                                  (10) 

 

   , , 0
n s r p

F V k F W k    .                                 (11) 

 



ФИЗИКА.  МАТЕМАТИКА 

 

Тогда: 

1) если присоединенные многочлены  ,
n

F V k ,  ,
s r p

F W k   не 

имеют псевдокорней, то невозмущенное движение системы (1) неустойчиво при 
условии выполнения неравенства (10), асимптотически устойчиво при условии 
выполнения неравенства (11); 

2) если присоединенный многочлен  ,
n

F V k
  не имеет псевдокорней, 

,p   — четные числа и выполнено неравенство (11), то невозмущенное движе-
ние системы (1) устойчиво; 

3) пусть присоединенный многочлен  ,
s r p

F W k   не имеет псевдокор-

ней, присоединенный многочлен  ,
n

F V k


 имеет псевдокорни. Тогда если 

, 0n    — четные числа и выполнено неравенство (10) или ,n   — числа раз-
личной четности, то невозмущенное движение системы (1) неустойчиво; 

4) если 0r   , 0  , то невозмущенное движение системы (1) не-
устойчиво либо при выполнении неравенства (10), либо при выполнении нера-
венства (11) и нечетности числа n s ; 

5) если 0p   , 0  , то невозмущенное движение системы (1) не-
устойчиво либо при выполнении неравенства (10), либо при выполнении нера-
венства (11) и нечетности числа r  ; 

6) если p  , r   — числа одинаковой четности и выполнено неравен-

ство (10) или либо p   — нечетное число, либо r   — нечетное число 
и выполнено неравенство (11), то невозмущенное движение системы (1) не-
устойчиво. 

Доказательство. Из того, что присоединенные многочлены  ,
n

F V k


, 

 ,
s r p

F W k   не имеют псевдокорней, следует, что 0r p      . Поэтому 

формы  ,
n

V x y ,  ,
s

W x y  — знакоопределенные (лемма 2). Тогда справедли-

вость утверждения пункта (1) следует из теоремы 1. 
Справедливость утверждения пункта 2) следует из теоремы Ляпунова об 

устойчивости невозмущенного движения системы (1), поскольку форма 

 ,
n

V x y  — знакоопределенная, форма  , ( , )p r
s s r p

W x y x y W x y
 

  с учетом 

равенства (3), неравенства (11), четности чисел ,p r  является знакопостоянной, 

знака, противоположного знаку формы  ,
n

V x y . 

Пусть выполнены условия пункта 3). 
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Из того, что 0p r   (присоединенный многочлен  ,
s r p

F W k
   не 

имеет псевдокорней), следует, что форма  ,
s

W x y  — знакоопределенная. Учи-

тывая, что многочлен  ,
n

F V k  имеет псевдокорни, можно записать 

   , ,n
n n

V x y x k F V k


 . Тогда в силу того, что либо ,n   — четные числа 

и выполнено неравенство (10), либо хотя бы одно из чисел ,n   нечетное и вы-

полнено неравенство (11), получим, что форма  ,
n

V x y  не является знакоопре-

деленной, знака, противоположного знаку формы  ,
s

W x y . Это значит, соглас-

но теореме Ляпунова о неустойчивости, что невозмущенное движение системы 
(1) неустойчиво. 

Пусть выполнены условия пункта 4). Согласно условиям пункта 
4) ( 0r   , 0  ), получим, что  

       , , , ,n s
n s n s p

V x y W x y x F V k F W k
 

  

и  0, 0
n

V y   при любом y . Следовательно, либо в области, ограниченной лу-

чами  ,0  ( 0y  ),  0,  ( 0y  ) (при 0x  ), при условии, что выполнено 

неравенство (10), либо в области, ограниченной лучами  ,0  ( 0y  ), 

 0,  ( 0y  ) (при 0x  ), при условии, что n s  — нечетное число и вы-

полнено неравенство (11), будем иметь, что    , , 0
n s

V x y W x y  . Тогда, по 

теореме Четаева, невозмущенное движение системы (1) неустойчиво. 
Пусть выполнены условия пункта 5). Согласно равенству (3), неравенства 

(10), (11) эквивалентны соответственно неравенствам 
 

   , , 0
n s r p

V x y W x y    ,                                    (10΄) 

 

   , , 0
n s r p

V x y W x y    .                                    (11΄) 

 
Тогда, учитывая условия пункта 5), получим, что 

       , , , ,r
n s n s p

V x y W x y y V x y W x y
   и  ,0 0

n
V x   при любом x . 

Следовательно, либо в области, ограниченной лучами  ,0  ( 0x  ),  0,  

( 0x  ) (при 0y  ), при условии выполнения неравенства (10΄), либо в области 

ограниченной лучами  ,0  ( 0x  ),  0,  ( 0x  ) (при 0y  ), при усло-
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вии, что r   — нечетное число и выполнено неравенство (11΄), будет иметь 

место неравенство    , , 0
n s

V x y W x y  . Неустойчивость невозмущенного 

движения системы (1) следует из теоремы Четаева. 
 
Пусть выполнены условия пункта 6). Это значит, что  
 

       , , , ,p r
n s n s r p

V x y W x y x y V x y W x y 
                  (12) 

 

и    0, ,0 0
n n

V y V x  . Тогда, если выполнены соотношения (10΄), (12), 

,p r     — числа одинаковой четности, в области, ограниченной лучами 

 0,  ( 0x  ), 0,  ( 0y  ) (при 0, 0x y  ), и в области, ограниченной 

лучами  ,0  ( 0y  ),  ,0  ( 0x  ) (при 0, 0x y  ), выполнено неравен-

ство    , , 0
n s

V x y W x y  ; аналогично имеем, что если выполнены соотноше-

ния (11΄), (12), хотя бы одно из чисел p  , r   — нечетное, то в области, 

ограниченной лучами  0,  ( 0x  ),  ,0  ( 0y  ) (при 0, 0x y  ) при-

условии, что r   — нечетное число, и в области, ограниченной лучами 

 ,0  ( 0x  ), 0,  ( 0y  ) ( 0, 0x y  ), при условии, что p   — не-

четное число, выполнено неравенство    , , 0
n s

V x y W x y  . Неустойчивость 

невозмущенного движения следует из теоремы Четаева. Теорема доказана. 
 

Рассмотрим следующий пример. 
 

Пусть дана система дифференциальных уравнений вида 
 

3 3 2 2 3 3 2 26 9 5 , 12 3 ,x x y x y xy y x y x y xy                    (13) 
 

В качестве функции Ляпунова возьмем функцию   2 2
2

, 2V x y x xy y   . 

Производная функции  2
,V x y  в силу системы (13) определим равенством 

    4 3 2 2 3 4
2 4

, , 12 5 6 6V x y W x y x x y x y xy y      . При y kx  получим, 

что    2 2
2

, 2V x y x k k   ,    4 4 3 2
4

, 6 6 5 12W x y x k k k k     . Следо-

вательно, присоединенными многочленами форм  2
,V x y ,  4

,W x y  соответ-

ственно будут   2
2
, 2F V k k k    ,   4 3 2

4
, 6 6 5 12F W k k k k k     . 
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Корнями присоединенного многочлена  2
,F V k  будут числа 1

2k   , 

2
1k   при любом  2,1k  ,  2

, 0F V k  . Убедимся, что присоединенный 

многочлен  4
,F W k  на сегменте  2,1  не имеет корней. Для этой цели вос-

пользуемся методом Штурма определения числа корней  6 , расположенных на 

сегменте  2,1 . 

Система Штурма для многочлена  4
,F W k  имеет вид 

 

4 3 2
0
( ) 6 6 5 12f k k k k k     ; 

 

  3 2
1

4 18 12 5f k k k k    ; 
 

  2
2

15 33 111

4 4 8
f k k k   ; 

 

 3

164 726

25 25
f k k   ,  4

621075

26896
f k   , 

 

в которой  0 4
( ) ,f k F W k ,  1 0

( )f k f k . 

Из построенной системы Штурма для многочлена  4
,F W k  следует, что 

многочлены 0
( )f k  и  0

f k  являются взаимно простыми. Следовательно, мно-

гочлен  4
,F W k  не имеет кратных корней, кроме того,  4

, 2 0F W   , 

 4
,1 0F W  . 

Символом  Г с  обозначим число перемен знаков в системе чисел 0
( )f c , 

1
( )f c , 2

( )f c , 3
( )f c , 4

( )f c , при этом c  не является корнем многочлена 0
( )f k . 

Тогда по теореме Штурма    2 1Г Г   — число действительных корней мно-

гочлена 0
( )f k , принадлежащих интервалу  2,1 . 

Непосредственно путем вычисления убеждаемся, что  
 

   2 1 3 3 0Г Г     . 
 

Это значит, что присоединенный многочлен  4
,F W k  на сегменте  2,1  

не имеет корней. 



ФИЗИКА.  МАТЕМАТИКА 

 

Заметим, что  4
, 0F W k 

 
при  2,1k  . Следовательно, при любом 

0x   в области, ограниченной лучами 2y x  , y x , на границе которой 

 2
, 0V x y  , выполняется неравенство    2 4

, , 0V x y W x y  . Невозмущенное 

движение системы (13) неустойчиво согласно теореме Четаева. 
 

Заключение. На основании вышеизложенного приходим к следующему  
 

выводу. 
 

Пусть  ,
n

V x y  — форма четного порядка, имеющая присоединенный 

многочлен  ,
n

F V k . Из леммы 2 следует, что форма  ,
n

V x y  тогда и только 

тогда знакоопределенная, когда многочлен  ,
n

F V k  не имеет действительных 

корней. 

Пусть числа a  и b   a b  такие, что при любом  ,k a b   , 0
n

F V k  . 

Если многочлен  ,
n

F V k  имеет кратные корни, то методом Штурма [6] можно 

найти наибольший общий делитель  x  многочленов  ,
n

F V k  и  ,
n

F V k  

и, следовательно, получить представление      0
,

n
F V k f k k  , в котором 

 0
f k  — многочлен, имеющий такие и только такие корни, какие имеет много-

член  ,
n

F V k , но только первой кратности. 

Пользуясь методом Штурма, построим систему многочленов 
 

     0 1
, ,...,

s
f k f k f k ,                                           (14) 

 

в которой    1 0
f k f k ,  s

f k  — неравное нулю действительное число. 

Пусть  Г a  (  Г b ) — число перемен знаков в системе (14) при k a  

( k b ). Тогда, согласно теореме Штурма,    Г a Г b  — число корней мно-

гочлена  0
f k , следовательно и многочлена  ,

n
F V k , принадлежащих интер-

валу  ,a b . Из определения чисел a  и b  следует, что    Г a Г b  есть число 

всех корней многочлена  ,
n

F V k , принадлежащих интервалу  ,  . От-

сюда следует, что если     0Г a Г b  , то многочлен  ,
n

F V k  не имеет дей-

ствительных корней. 



«Вестник Рязанского государственного университета имени С.А. Есенина» ● 2015● № 4 

 

Таким образом, приходим к выводу, который сформулируем в виде теоремы. 

Теорема. Для того чтобы форма  ,
n

V x y  была знакоопределенной, необ-

ходимо и достаточно, чтобы     0Г a Г b  . 
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THE STABILITY OF THE UNPERTURBED MOTION IN CRITICAL CASES 
 
The paper investigates the stability of the unperturbed motion of second order differential 

equations with the zero solution of the linear approximation system. The investigations rest on 



ФИЗИКА.  МАТЕМАТИКА 

 

Lyapunov’s theorems of stability, instability, and asymptotic stability of unperturbed motion and 
on Chataev’s theorem. 

The theorems of stability and instability are proved on the basis of the following con-
cepts: the adjoint polynomial, the pseudo root of the adjoint polynomial. 

The paper investigates the relationship of the roots of the adjoint polynomials  ,
n

V x y  

and their derivatives to define the stability and instability of the unperturbed motion. The theory 
is used to analyze a differential equation. The solution of Sturm is used to define the relation-
ship of the roots of the adjoint polynomials. 

 
Sturm’s method, adjoint polynomial, derivative, pseudo-root of the adjoint polynomial, number 
of alterations, even and odd numbers. 


